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Завдання ІІ туру Всеукраїнської олімпіади з математики


9 клас



1. Розв’яжіть рівняння     + =0.

2. Знайдіть усі цілі n, для яких числа  взаємно прості.

3. Вулицями міста рухаються 487 тролейбусів, у кожному з яких може знаходитись не більше, ніж 70 людей. Крім водія, у тролейбусі завжди їде кондуктор. Доведіть, що обов’язково знайдуться 8 тролейбусів, у яких їде однакова кількість людей.

4. У прямокутному трикутнику гіпотенуза в 4 рази більша за висоту, проведену з вершини прямого кута. Знайти гострі кути трикутника.

5. Є ланцюжок з n (n>6) сосисок. Два коти по черзі перегризають по одній перемичці між сосисками і з’їдають утворені одинарні сосиски. Виграє той кіт, який з’їсть більше сосисок. Опишіть виграшну тактику кота-переможця.










                                 Кожне завдання оцінюється в 5 балів
На виконання завдань відводиться 4 години
Використання калькуляторів заборонено

2017 рік
 

Відповіді:
1. Відповідь: –1; 0.
[bookmark: _GoBack]
2. При n =0 задані числа взаємно прості. Нехай n не дорівнює 0. Задані числа взаємно прості тоді і тільки тоді, коли дріб  нескоротний. Маємо  . Числа n і  n+1 взаємно прості, а тому й дріб  можна скоротити тоді й тільки тоді, коли n +1 – парне число, тобто n – непарне число. Отже, числа  +1  і  n (–1) взаємно прості тоді і тільки тоді, коли n – парне число.
Відповідь: n – парне число.

3. Використаємо метод Діріхле. Найменше в тролейбусі  може бути дві людини, а найбільше 70. Тобто маємо 69 «тролейбусів-кліток», у яких їхатиме різна кількість людей (від 2 до 70). А всього в кожний «тролейбус-клітку» буде входити 7 тролейбусів та ще чотири тролейбуси, які стають восьмими у якомусь «тролейбусі-клітці» (487=697+4).
4. 
[image: ]









За умовою . Проведемо медіану CM. Тоді , тому . У  катет CH дорівнює половині гіпотенузи CM. Звідси .  – зовнішній кут , цей трикутник – рівнобедрений. Тому  , а кут .

Відповідь: .

5. Розв’язання: Якщо n – непарне, то виграє другий кіт, якщо ж n – парне, то виграє перший кіт.  Нехай n – непарне, тобто n=2k+1. Занумеруємо сосиски числами від 1 до n. Сосиску з номером k+1 назвемо центральною. Другому коту кожним своїм ходом потрібно перегризти перемичку симетричну (відносно центральної сосиски) тій, яку перегриз на попередньому кроці перший кіт. Тоді він з’їсть сосисок не менше, ніж перший. Причому перший кіт при такій грі не зможе з’їсти центральну, бо її кінці (перемички) симетричні один одному відносно цієї сосиски. Отже, другий кіт з’їсть не менше k+1 сосиски і виграє. 
Нехай n – парне, тобто n=2k. Занумеруємо сосиски числами від 1 до n. У такій ситуації першому коту потрібно з’їсти одну з крайніх сосисок. Тоді перед другим котом виявиться непарна кількість сосисок, а це вже описана програшна тактика для такого кота. Тобто далі першому потрібно відповідати симетричними (відносно центральної сосиски) ходами. При такій стратегії перший кіт з’їсть не менш як на дві сосиски більше, ніж другий.
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